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Teorema della funzione inversa

UNA VERSIONE GENERALIZZATA DEL TEOREMA DI DINI

Proposizione 1. Sia F : R? = R una funzione di classe C' e tale che
F(0,0)=0 e 0, F(0,0) # 0.
Allora esistono L >0, T >0, A > 0 ed una funzione
n:[-L, L] x (-T,7T) - R
tale che:
(i) Per ogni ¢ € [—L, L] e per ogni punto (x,y) € (—A, A) x (=T,T), si ha che
F(z,y) =4 se e solo se x=nl,y).
(ii) La funzione di due variabilin ¢ continua in [—L, L] x (=T, T) e di classe C* in (=L, L) x (=T, T).
Dimostrazione:
e Scegliamo prima A > 0 in modo tale che

0. F(z,y) >0 per ogni (x,y) € (—A4,A) x (—A,A).

e Siccome F'(0,0) =0 e la funzione x — F(x,0) ¢ crescente, abbiamo che

F(A,0)>0 e F(—A,0)<0.

e Per la continuita di F, esiste T € (0, A) tale che
F(A,y) >0 per ogni y € [-T,T7;
F(-A,y) <0  perogni ye[-T,T].
e Definiamo L > 0 come il pil piccolo fra

in F(A in |F(—A, )|
i (Ayy) e ye?ll%fT]H Y|

e Costruzione di 7. Osserviamo che, fissati £ € (=L, L) ey € (=1,T), esiste un unicoz € (—A4, A)
tale che F(x,y) = ¢. Questo x sara per definizione n(¢,y).

e Continuita di n. Siano /4, e y,, due successioni convergenti, rispettivamente in (=L, L) e (=T, T),
con limiti
le € (—L,L) e Yoo € (=T,T).

Inoltre, definiamo
Moo = 1 7€, yn ).
Per definizione di 7, abbiamo che
Usando la continuita di F', abbiamo che
F(Nsos Yoo) = loo-
Per definizione quinidi abbiamo che
Moo = n(goov yoo)a

il che dimostra la continuita di 7.



e Derivabilita di » in /. Fissiamo
te(—L,L) e ye (=1.7T).
Allora, abbiamo che per ogni § di modulo abbastanza piccolo si ha
F(n(l+9),y) =L0+0.
Usando la differenziabilita di F' e la continuita di 1, abbiamo che esiste una funzione r(d) tale che
%i_}n% r(d)=0e
F((C+0),5) = F(1(0),9) + (n(€ + 8,9) = n(6,) )0 F (n(6,),9) +7(6) (n(C +8,) = n(L.) )
Dividendo per ¢, abbiamo che

n(l+0,y) —n(t,y)
5

1= (%F(n(&y),y) + T(5))

Di conseguenza esiste

ool +by) —nlty) 1
den(t,y) = lim 5 0 F(n(ty)y)

e Derivabilita di n in y. Come nel teorema della funzione implicita abbiamo che n & derivabile
nella seconda variabile e
ayF(n(fa y)v y)

9 F(n(t,y),y)

e Differenziabilita di 7. Siccome le derivate parziali di n sono continue, abbiamo che 7 & differen-
ziabile in ogni punto (¢,y) di (=L, L) x (=1,T). O

on(l,y) =

Osservazione: Consideriamo gli insiemi

Q= {(x,y) ry € (-1,7), n(—L7y)<:c<n(L,y)},

Ry = (-L,L) x (-T,T).

La mappa
@IQ%Rl, (I)(SU,y): (F(l”’y),?/),

¢ un diffeomorfismo tra 2 e R;. La sua inversa e la mappa

¥Ry — €, \I](£7y) = (77(57 y)ay)

TEOREMA DELLA FUNZIONE INVERSA

Teorema 2 (Teorema della funzione inversa). Sia
® = (F,G) : R? » R?

una funzione di classe C' e tale che

$(0,0)=(0,0) e det (§§§§8j8§ 23558180#0'

Allora esistono un intorno aperto 2 di (0,0), un rettangolo
R = (_575) X (_57 6)7

ed una funzione ¥ : R — R2, tali che:



(i) La mappa ¥ ¢ di classe C* su R
(i) La mappa ® : Q@ — R ¢ bigettiva e ¥ : R — Q ¢é la sua inversa.
Dimostrazione: Senza perdita di generalita, supponiamo che 9, F(0,0) > 0. Sia A > 0 tale che

0.F 0,F

0. F >0 e det <8xG 9,G

)#0 in  (—A,A) x (—A, A).

Usando il lemma precedente, esistono L > 0, T' > 0 ed una funzione
n:(—L,L)x (-T,T) - R

Consideriamo gli insiemi

Q= {(w,y) ry e (=T,T), n(=Ly) <z < n(L,y)}-
eRi1=(—L,L) x (=T,T) e la mappa
®: Q0= Ry, ®(z,y) = (F(2,v),y).
Allora, la mappa ® e bigettiva e la sua inversa
U:Ry —

¢ data da
U(l,y) = (n(t,y),y).

In particolare, per ogni aperto

AC Rl,
I'insieme
U(A)
¢ aperto e la mappa
U:A— VA,
& bigettiva con inversa
O:U(A) — A

Inoltre, entrambe le mappe ® e ¥ sono di classe C'.

Esempio 3. La mappa
® : (0,400) x (0,27) = R?\ {(z,0) : z > 0}, ®(r,0) = (rcosf,rsinb)

¢ bigettiva e di classe C*, con inversa di classe C'.

Esempio 4. La mappa
®:R? = R\ {(0,0)}, ®(t,0) = (' cos b, e sin )

¢ tale che
detJ® >0 su R?

ma non é bigettiva.



